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Контроль	успеваемости

• Курсовая	работа
• Практические	занятия
• Экзамен	(только	после	сдачи	курсовой	
работы)



Где	получить	задание?

На	сайте	ws-dss.com
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Зачем	нужно	и	не	нужно	изучать	МЛ	
и	ТА?



Некоторые	из	применений

• SQL	и	MDX
• Формализация	требований	к	АСОИУ
• Искусственный	интеллект	(машинное	
обучение	и	инженерия	знаний)

• Построение	и	верификация	моделей



Разделы	курса

• Логика	высказываний
• Логика	предикатов
• Автоматическое	доказательство
• Теория	вычислимости
• Неклассические	логики



Математическая	логика

• Математическая	логика	- логика	развиваемая	с	
помощью	математических	методов

• Математическая	логика	занимается	
обоснованием	математических	утверждений	с	
помощью	законов	логики.

• Логика	– наука	о	рассуждении	- наука	о	
формах,	методах	и	законах	интеллектуальной	
познавательной	деятельности,	
формализуемых	с	помощью	логического	языка

• Логика	изучает,	что	из	чего	следует



Высказывания

• Высказывание	– повествовательное	
предложение.	Может	быть	ложным	или	
истинным	

Различают:
• Атомарные	высказывания	
• Неатомарные	высказывания	– состоят	из		
атомарных	высказывания	и	связок:	и,	или,	
не,	если,	эквиваленция.	



Некоторые	задачи
Определение	характера	высказывания:
• Тавтология	(общезначимое	высказывание)–
высказывание	которое	всегда	истинно.	
Например,	(X&Y)® Y

• Выполнимое	высказывание	– есть	хотя	бы	
одна	1	в	таблице	истинности

• Нейтральное	высказывание	– есть	хотя	бы	
одна	1	и	хотя	бы	один	0	в	таблице	истинности

• Логических	следствий	– если	истинно	
высказывание	X,	то	истинно	высказывание	Y.	
Для	всех	строк	таблицы	истинности	где	X=1
там	и Y=1.	Из	X	следует	Y	если	X®Y	-
тавтология



Высказывания
• Высказывание	– это	повествовательное	
предложение,	о	котором	можно	сказать	
истинно	оно	или	ложно.	Что	является	
высказыванием	и	что	из	этого	атомарно:

А.	«Число	Ö2	является	иррациональным».
Б.	«Неверно,	что	число	Ö2	является	
иррациональным».
В.	«Если	число	Ö2	является	иррациональным,	то	
число	Ö2+1	также	является	иррациональным».
Г.	«Который	час?»
Д.	«Идите	решать	задачу	к	доске»
Е.		«Число	Ö2+1	является	иррациональным»



Интерпретация
• Пусть	G – данная	формула	логики	высказываний	и	
A1,	A2,	..	An её	атомы.	Тогда	интерпретацией	
формулы	G называется	такое	приписывание	
истинностных	значений	атомам	A1,	A2,	..	An при	
котором	каждому	из	Ai приписано	либо	1,	либо	0	
(но	не	оба	вместе).

• Интерпретация	– строка	таблицы	истинности.
• Говорят,	что	формула	G истина	при	некоторой	
интерпретации,	тогда	и	только	тогда,	когда	G
получает	значение	истина(1)	в	этой	интерпретации;	
в	противном	случае	говорят,	что	G ложна(0)	при	
этой	интерпретации.



Перевод	с	естественного	языка	на	язык	
логики	высказываний	

Если	я	поеду	автобусом,	а	автобус	опоздает,	то	я	
пропущу	назначенное	свидание.	Если	я	пропущу	
назначенное	свидание	и	начну	огорчаться,	то	мне	не	
следует	ехать	домой.	Если	я	не	получу	работу,	то	я	
начну	огорчаться	и	мне	следует	поехать	домой.	
Следовательно,	если	я	поеду	автобусом,	а	автобус	
опоздает,	то	я	получу	эту	работу.	
1)	Обозначим	высказывания	
X	- “я	поеду	автобусом”, Y	- “автобус	опоздает”,	
Z	- “я	пропущу	свидание”, U	-“я	начну	огорчаться”,	
V	- “мне	следует	ехать	домой”,	 W	- “я	получу	работу”.	
2)	Запишем	высказывания	в	виде	формул:
X&Y	→	Z,	Z&U	→	¬V,	¬W→	U&V,	X&Y	→	W.	



Тавтология

• Обозначение	тавтологии:	⊧
• Теорема. Пусть	формула	E – формула,	в	
которую	входят	только	атомы	A1,	A2,	..	An,	а	
E*	- формула,	которая	получена	из	E
подстановкой	формул	F1,	F2,	..	Fn,	вместо	
A1,	A2,	..	An,	соответственно.	Если	⊧E,	то	
⊧E*.



Логическое	следствие
• Одна	из	основных	целей	логики	состоит	в	разработке	

формального	аппарата	для	доказательства	того,	является	ли	
данное	утверждение	следствием	других.

• Определение. Формула	G называется	логическим	следствием
формул	F1,F2,…,Fk,	тогда	и	только	тогда	когда	для	всякой	
интерпретации,	в	которой	F1=F2=…=Fk=1,	G так	же	истина.

• Алгоритм	для	проверки	логического	следствия:	По	таблице	
истинности	нужно	последовательно	просматривать	строки	
пытаясь	найти	такую	строку,	в	которой	F1=F2=…=Fk=1,	G=0.	Если	
такую	строку	найти	удастся,	то	G не	есть	логическое	следствие	
F1,F2,…,Fk ,	в	противном	случае	G есть	логическое	следствие	
F1,F2,…,Fk.	

• Замечание:	если	нет	ни	одной	строки,	где	F1=F2=…=Fk=1	не	
найдено,	то	G есть	логическое	следствие	F1,F2,…,Fk.			

• Теорема.	Формула	G является	логическим	следствием	формул	
F1,F2,…,Fk тогда	и	только	тогда,	когда	

⊧ (F1&F2…&Fk)®G



Проверка	логического	следствия

• Таблица	истинности	– для	большого	числа	
высказываний	долго.	

• Можно	использовать	теорему:
• Теорема. Формула	G является	логическим	
следствием	формул	F1,F2,…,Fk тогда	и	только	
тогда,	когда	множество	формул

L={F1,F2,…,Fk,¬G}
невыполнимо
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Смысл импликации. 

Теория моделей

Тавтологии. Общезначимые.

|=

Если |= E то |=E* 

Обратное не верно!

Основные тавтологии

Если |=A и |=A->B то |=B

Следствие

h i j k l

P Q R (P->Q)&(P or R) Q or R P → R P or ~Q → R P & ~Q

I,j |= k      h,l|= i      h|=i

Знаем что то и хотим узнать ещё

Теорема А|=B тогда и только тогда когда |=A->B

A1, A2....|= B тогда и только тогда когда |= A1->(A2-> … → B)

Общещезначимые, необщезначимые, выполнимые, невыполнимые, нейтральные

Теория доказательств

Аксиомы

1 ( a → (b → a) )

2 (a->b) -> ( (a → (b->c)) - > (a->c) )

3 a->(b->a&b)

4 a & b -> a    a & b -> b

5 a->a or b    b-> b or a

6 a->c → ((b->c) → (a or b → c))

7 (a->b) → ((a->~b)-> ~a)

8 ~~A->A



Продолжение	задачи
• Логично	ли	рассуждение	в	задаче	приведенной	выше?	
F1 =	X&Y	→	Z,	F2 =	Z&U	→	¬V,	F3 =	¬W→U&V,	F4 =	X&Y	→	W.	
Выяснить,	будет	ли	формула	F4 логическим	следствием	
формул	F1 ,	F2 ,	F3?	
Решение:
• Предположим,	что	при	некоторой	интерпретации	

формула	F4 принимает	значение	0,	а	формулы	F1 ,	F2 ,	F3
– значение	1.	

• Если	F4 =	0,	то	X =	Y =1 и	W =	0.	
• Из	того,	что	F1 =	F3 =	1,	следуют	равенства	Z =	U =	V =	1.	
• Но	это	противоречит тому,	что	F2 =	1.	
• Полученное	противоречие	показывает,	что	если	F1 =	F2 =	

F3 =	1,	то	F4 =	1,	т.е.	что	формула	F4 является	логическим	
следствием	формул	F1 ,	F2 ,	F3 и	рассуждение	логично.



Логические	связки
• A↔	Б - если	А	то	и	Б	и	обратно,	А	если	Б	и	Б	
если	А,	для	А	необходимо	и	достаточно	Б,	А	
эквивалентно	Б,	А равносильно	Б

• А	→	Б	 - если	А	то	Б,	А	только	если	Б,	коль	
скоро	А	то	Б,	Б	если	А,	в	случае	А	имеет	место	
Б,	А	имплицирует	Б,	для	Б	достаточно	А,	для	А	
необходимо	Б,	А	влечет	Б

• А&Б	- А	и	Б,	как	А	так	и	Б,	не	только	А	но	и	Б,	А	
вместе	с	Б,	Б	хотя	и	А,	А	в	то	время	как	Б,												
Б	несмотря	на	А

• А Ú Б	- или	А	или	Б	или	оба,	А	и/или	Б,	А	если	
не	Б

• А	Å Б - или	А	или	Б,	но	не	оба,	либо	А	либо	Б



Проблемы	при	переводе	на	язык	логики	

• Потеря	причинно-следственной	связи:
– «у	Джейн	родился	ребенок,	и	она	вышла	замуж»	
– «Джейн	вышла	замуж,	и	у	нее	родился	ребенок»	
A&B=B&A

• Двусмысленность	терминов,	когда	их	надо	
переводить	связками:
– В	меню	ресторана	указано:	«Чай	или	кофе	
бесплатно»,

– Объявление	гласит,	что	«книжные	пожертвования	
принимаются	в	церкви	или	в	школе»	



Расстановка	скобок

• Если	Джонс	присутствует	[Д]	или	если	
Уильямс	выскажется	за	наше	предложение	
[У]	и	Старк не	станет	возражать	[С],	то	наше	
предложение	будет	принято	[П].

Как	надо	переводить?	
• (Д∨У)∧¬С⊃П	
или	так:	
• Д∨(У∧¬С)⊃П



Примеры	логичных	рассуждений
• Я	заплатил	бы	за	работу	по	ремонту	телевизора	только	если	бы	

он	стал	работать.	Он	не	работает.	Поэтому	я	платить	не	буду
А - я	заплатил
B	- он	стал	работать

A →	B,	¬B ⊧ ¬A (modus tollens)
Доказательство:	A=1(следствие), тогда	по	первой	посылке	B=1, но	
B=0 по	второй	посылке.	Получено	противоречие.
• Если	бы	он	не	сказал,	она	ни	за	что	не	узнала	бы.	А	не	спроси	

она	его,	он	бы	и	не		сказал	ей.	Но	она	узнала.	Значит,	она	
спросила.
С	– он	сказал
У	– она	узнала
В	– она	спросила	его

¬ С	→	¬ У	(1),	¬ В →	¬ С (2),		У	(3)⊧ В	(4)
• Доказательство:	В=0(4),С=0(2),У=0(1),	но	У=1(3).	Получено	

противоречие.	



Примеры	нелогичных	и	неполных	
задач

Утверждение	нелогично:
• Он	сказал,	что	придет,	если	не	будет	дождя.	Идет	
дождь.	Значит,	он	не	придет.

П	– он	придёт,	Д-будет	дождь,	
¬Д→	П,	Д ⊧ ¬П
Опровержение:	П=1,Д=1, из	0	→	1,1⊧ 0	что	неверно
Недосказанности	(неполные	суждения,	энтимемы)
• Если	я	выпью	кофе,	я	не	смогу	заснуть.	Поэтому,	с	
вашего	позволения,	я	не	стану	пить	кофе.

К	- я	выпью	кофе,	З	– я	засну
К	→¬З ⊧ ¬К – нелогично, 
• пропущена посылка я хочу заснуть : К	→¬З, З⊧ ¬К



Теория	доказательств
Аксиомы
1. A →	(B →	A)	
2. (A	→	B)	→ (	(A	→	(B	→	C))	→ (A	→	C)	)
3. A	→(B	→(A	&	B))
4. ( A	&	B ) → A				 (A	&	B) → B
5. A	→	(A	Ú B) B	→ (B	Ú A)
6. A	→	C	→	((B	→	C)	→	(A	Ú B	→	C))
7. (A	→	B)	→	((A	→	¬B)	→ ¬A)
8. (¬¬A) →	A
9. (A	→	B)	→(	(B	→	A)	→(A	ó B))
10. (A	ó B)	→	(B	→	A	)				 (A	ó B)	→	(A	→	B	)



Правило	вывода (modus	ponens)
Если	├ A и	├ A→B			то	├ B

Пример	задачи:├ A→	A
Решение:
1. A →(A→	A) (по	акс.	1)
2. A →(A →	A)	→	((A →((A →	A) →	A))	→	(A	→	A))

(по	акс.	2)
3. ((A →((A →	A) →	A))	→	(A →	A)) (m.p. 1,2)
4. A →((A →	A) →	A) (по	акс.	1)
5. A →	A (m.p. 4,3)



Пример	задачи	(2)
Дано:	A →(B →	C),	A&B	├ C
1. A →(B →	C)	(дано)
2. A&B (дано)
3. A&B →	A (по	акс.4)
4. A (m.p.	2,3)
5. B →	C (m.p.	4,1)
6. A&B →	B (по	акс.4)
7. B (m.p.	2,6)
8. C	(m.p.	7,5)



Теорема	о	дедукции (Теорема	Эрбрана)

• Если	A├ B,	то	├ A→	B
• Если A1,	A2...Am├ B	то A1,	A2...Am-1├ Am→	B
Следствия
A1,	A2...Am├ B	тогда и только тогда
• ├ A1	→(A2	→... →(Am→	B)…)
• ├ A1	& A2&…& Am ->B



Связь	теории	доказательств	и	теории	
моделей

• Теорема:	Всякая	доказуемая	формула	общезначима	
(является	тавтологией)

Если	├ E то	⊧E

Следствие(непротиворечивость)
• Не	существует	такой	B что	доказуемы	B и	¬B
• Ни	для	какой	B не	выполняется	одновременно	

├ B и	├¬B

• Если ⊧E то	├ E



Проблемы	логики	высказываний

• Все	люди	смертны	(A),	Cократ - человек (B),	
следовательно	Cократ смертен	(C)

• A,B├ C	?
• Нельзя	доказать	пользуясь	инструментом	
логики	высказываний

• Логика	высказываний	– логика	нулевого	
порядка



Логика	первого	порядка	
(логика	предикатов)

• Пропозициональная	функция	— это	функция	областью	
значений	которой	являются	высказывания.	

• Предикатом	будем	называть	пропозициональную	
функцию	P(x1,x2,...xn)	с любым	числом	независимых	
переменных	n>=0

• xi – объект
• Сократ	является	человеком.	
• ______	является	человеком
• x								является	человеком
• Предикат	– сказуемое.	Сказуемое	— это	главный	член	

предложения,	обозначающий	действие, состояние	или	
признак	подлежащего	и	отвечающий	на	вопросы: что	
делает	предмет?	 что	с	ним	происходит?	 каков	
предмет? что	он	такое?	 кто	он	таков?



Связь	логики	первого	порядка	и	
теории	множеств

• n=0	P	– высказывание
• n=1			P(x)	– свойство,	аналог	принадлежности	
множеству:		x∈A	 или(исключающее)	x∉A

• n=2		P(x,y)	– бинарное	отношение	R⊆X × Y



Примеры	предикатов

• «x – простое	число»,	
• «x – четное	число»,	
• «x больше	10»,
• «x больше	y»,	
• «x делит	y нацело»,	
• «x плюс	y равно	10»



Квантор	существования
• Пусть	дано	выражение:

«существует	х	такой,	что	x+y=10».	
• На	множестве	натуральных	чисел	это	
предложение	определяет	одноместный	
предикат	P(y),	так	Р(2)	и	Р(9)	– истинные	
высказывания,	Р(11)	– ложное.	

• Обозначим	предикат	«x+y=10»	через	S(x,y)	
• P(y)	можно	записать	так:	

«существует	х	такой,	что	S(x,y)».	
• P(y)	получен	из	предиката	S(x,y)	
навешиванием	квантора	существования	на	x:

P(y)=$x S(x,y).



Квантор	общности

• Q(y):	«для	всех	х	справедливо,	что	y³³ х2»	
• Если	предикат	«y³³ х2»	обозначить	через	
T(x,y),	то	Q(y)	можно	записать	так:

«для	всех	x справедливо	T(x,y)».	
• Предикат	Q(y)	получен	из	предиката	T(x,y)	
навешиванием	квантора	общности	на	х:

Q(y)="xT(x,y).



Определения	кванторов
• Определение. Пусть	P(x1,…,xn)	– предикат,	заданный	на	

множестве	M,	y – переменная.	Тогда	выражение	«для	всякого	y
выполняется	P(x1,…,xn)»	– предикат,	полученный	из	P
навешиванием	квантора	общности	на	переменную y, а	
выражение	«существует	y такой,	что	выполняется	P(x1,…,xn)»	–
предикат,	полученный	из	P навешиванием	квантора	
существования	на	переменную y.

• В	определении	не	требуется,	чтобы	y была	одна	из	переменных	
x1,…,xn,	хотя	в	содержательных	примерах,	квантор	навешивается	
на	одну	из	переменных	x1,…,xn.	Указанное	требование	не	
накладывается,	чтобы	избежать	усложнения	определения	
формулы	логики	предикатов.	Если	y – одна	из	переменных	
x1,…,xn,	то	после	навешивания	квантора	на	y новый	предикат	
является	(n-1)-местным,	если	yÏ{	x1,…,xn},	то	местность	нового	
предиката	равна	n.



Связь	предиката	с	функциями	и	
отношениями

• n-местная	функция	может	рассматриваться	как	
(n+1)-местный	предикат:
– функции	y=f(x1,…,xn),	заданной	на	множестве	М	
можно	поставить	в	соответствие	выражение	«y
равно	f(x1,…,xn)»:	P(x1,…,xn,y);

– если	элемент	b есть	значение	функции	в	точке	
(a1,…,an),	то	высказывание	P(a1,…,an,b)	истинно.	

• Предикат	можно	представить	отношением:
– Пусть	P(x1,…,xn)	задан	на	множестве	M: xi∈M
– Mn=MxMx…xM и	подмножество	Dp множества	Mn,	
определяемое	равенством:

– Dp={(a1,…,an)ÎMn высказывание P(a1,…,an)	истинно}.



Примеры	предикатов
Л(x,y)	– x любит	y

• Кто-то	любит	Машу $x Л(x,Маша)
• Есть	некто	кто	любит	Машу			 $x Л(x,Маша)
• Все	любят	Машу	 "x Л(x,Маша)	
• Никто	не	любит	Машу																	 "x ¬Л(x,Маша)

¬	$x Л(x,Маша)
• Каждый	кого-нибудь	любит "x $y Л(x,y)
• Кого-то	любят	все $y "x Л(x,y)
• Всяк	любит	себя "x Л(x,x)
• Не	существует	никого	кто	бы	

не	любил	себя ¬	$x ¬	Л(x,x)



Область	действия	квантора
• Область	действия	квантора	— наивысший	приоритет

∀x A(x)	→	B(x) =	(∀x A(x)) →	B(x)
• Первая	переменная	x	– связная,	вторая	– переменная	x	

– свободная.

• Свободная	перемененная	может	принимать	любое	
значение.	Значением	связанной	переменной	руководит	
квантор.	

• Квантор	связывает	ту	переменную,	которая	идёт	за	ним	
• Связанное	вхождение	- всякое	вхождение	переменной,	

связанной	квантором.	
• Все	вхождения	переменной,	лежащие	вне	области	

действия	квантора,	связывающего	переменную	
называются	свободными	



Область	действия	квантора	(2)
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(легко понять, что эти формулы не эквивалентны). Но даже если подстановка корректна, формулы могут не быть

эквивалентными, как в случае формул 

Как же сформулировать утверждение правильно?

Нагляднее всего, видимо, сделать так. Давайте заключим в рамку все связанные вхождения всех пере-
менных (в том числе вхождения после кванторов). После этого соединим линиями переменную после
квантора и все ее вхождения, связанные именно этим вхождением квантора. Свободные вхождения 
переменных остаются при этом без рамок. Получится что-то вроде 

Рис. 10.1.  

Если после этого стереть переменные внутри рамок, получится схема формулы, которая содержит всю 

существенную информацию о ней. Будем называть две формулы подобными (отличающимися лишь именами 

связанных переменных), если они имеют одну и ту же схему.

Интерпретация формулы F логики первого порядка состоит из непустой (предметной) области D и указания 

«оценки» (значения) всех констант, функциональных символов и предикатных символов, встречающихся в F.

∀xP(x) ∃xP(x)

D={1,2}

P(1)=И P(2)=Л

∀x∃yP(x,y)

1,1-И   1,2-Л     2,1 — Л  2,2 — И

истина

∃y∀xP(x,y)  ложна



Пример	про	Сократа

• Все	люди	смертны	
∀x (Человек(x) →	Смертен(x))

• Сократ	- человек
Человек(Сократ)

• следовательно	Сократ	смертен	
Смертен(Сократ	)



Интерпретация	в	логике	первого	
порядка	

• Интерпретация	формулы	F логики	первого	
порядка	состоит	из	непустой	(предметной)	
области	D и	указания	«оценки»	(значения)	
всех	констант,	функциональных	символов	и	
предикатных	символов,	встречающихся	в	F:

• Пример	интерпретации:
D={1,2}, P(1)=true,	P(2)=false

• ∀xP(x)	=	?∃x¬P(x)=?



Пример	интерпретации

∀x∃y P(x,y) =	?

∃y∀xP(x,y)=?

x y P(x,y)

1 1 true

1 2 false

2 1 false

2 2 true



Пример	интерпретации	(2)

a=1

∀x(P(x)	→	Q(f(x),a))=?
∀x∃y(P(x)&Q(x,y))	=?

x f(x)

1 2

2 1

x P(x)

1 false

2 true

x y Q(x,y)

1 1 true

1 2 true

2 1 false

2 2 true



Свойства	формул
• Формула	G непротиворечива	(выполнима)	тогда	и	

только	тогда	когда	существует	такая	интерпретация	I,	
что	G имеет	значение	истина	в	I.	

• Если	формула	G есть	истина	в	интерпретации	I,	то	мы	
говорим,	что	I есть	модель	формулы	G и	I удовлетворяет	
G.

• Формула	G противоречива	(невыполнима)	тогда	и	
только	тогда	когда	не	существует	интерпретации	
которая	удовлетворяет	G.

• Формула	G общезначима	(тавтология)	тогда	и	только	
тогда	когда	не	существует	такой	интерпретации	которая	
не	удовлетворяет	формуле	G.

• Формулы	F(x1,…,xn)	и	G(x1,…,xn)	называются	
равносильными(равными),	если	для	любой	
интерпретации	I с	областью	М	высказывания	F(a1,…,an)	и	
G(a1,…,an)	при	любых	a1,…,an из	М	одновременно	
истинны	или	одновременно	ложны.	



Законы	логики	предикатов	
1. ("x)(F(x)&G(x))=("x)F(x)&("x)G(x)
2. ($x)(F(x)ÚG(x))=($x)F(x)Ú($x)G(x)
3. ("x)("y)F(x,y)=("y)("x)F(x,y)
4. ($x)($y)F(x,y)=($y)($x)F(x,y)
5. ¬("x)F(x)=($x)¬F(x)
6. ¬($x)F(x)=("x)¬F(x)
7. (Q1x)(F(x)ÚG)=(Q1x)F(x)ÚG
8. (Q1x)(F(x)&G)=(Q1x)F(x)&G, где G не содержит x
9. (Q1x)(Q2u)(F(x)ÚG(u))=(Q1x)F(x)Ú(Q2u)G(u)
10.(Q1x)(Q2u)(F(x)&G(u))=(Q1x)F(x)&(Q2u)G(u)



Логическое	следствие	в	логике	
предикатов

• Формула G(x1,…,xn) называется логическим 
следствием формул F1(x1,…,xn),…,Fk(x1,…,xn), 
если для любой интерпретации j с областью М 
и любых a1,…,anÎM из истинности 
высказываний (jF1)(a1,…,an),…,(jFk)(a1,…,an) 
следует истинность высказывания 
(jG)(a1,…,an).

• Теорема. Формула G(x1,…,xn) является 
логическим следствием формул 
F1(x1,…,xn),…,Fk(x1,…,xn) тогда и только тогда, 
когда множество формул 
{F1(x1,…,xn),…,Fk(x1,…,xn),¬G(x1,…,xn)} 
невыполнимо.



Связь	логики	предикатов	с	
естественным	языком	

• «Выгул кошек и собак воспрещен» –
"x((K(x) Ú C(x))® ¬B(x))

• Все	ангелы	имеют	крылья.
• Некоторые	ангелы	имеют	крылья.
• Некоторые	ангелы	крыльев	не	имеют.
• Некоторые	политики	мошенники.	Неверно,	
что	все	политики,	но	некоторые	политики	
мошенники.



Силлогизмы
Простой	категорический	силлогизм— рассуждение,	состоящее	из	трёх	простых	
атрибутивных	высказываний:	двух	посылок	и	одного	заключения.	
• Общеутвердительным	называется	высказывание	вида	«Все	предметы	класса	

P суть	предметы	класса	Q».	Обозначается	буквой	A.
• Общеотрицательным	называется	высказывание	вида	«Никакие	предметы	

класса	P не	суть	предметы	класса	Q».	Обозначается	буквой	E.
• Частноутвердительным называется	высказывание	вида	«Некоторые	

предметы	класса	P суть	предметы	класса	Q».	Обозначается	буквой	I.
• Частноотрицательным называется	высказывание	вида	«Некоторые	предметы	

класса	P не	суть	предметы	класса	Q».	Обозначается	буквой	O.

Barbara
• Все	животные	смертны.	
• Все	люди — животные.	
• Все	люди	смертны.	

Cesare
• Ни	одна	здоровая	еда	не	полнит.	
• Все	торты	полнят.	
• Ни	один	торт	не	здоровая	еда.	



Предварённая	нормальная	форма

• Формула	G имеет	предваренную	
нормальную	форму (сокращенно:	ПНФ),	
если

G=(Q1,x1)…(Qn,xn)H,
где	Q1,…,Qn кванторы,	а	формула	H не	
содержит	кванторов.
Для	всякой	формулы	F существует	формула	G,	
равносильная	F и	имеющая	предваренную	
нормальную	форму.



Алгоритм	приведения	к	
предваренной	нормальной	форме

Шаг 1. Используя законы логики исключить эквиваленцию и импликацию.
Шаг 2. Занести отрицание к атомарным формулам.
Шаг 3. С помощью законов 1-2, 7-10 вынести кванторы вперед, используя при
необходимости переименование связанных переменных.

Пример:
F=("x)P(x)®($y)("z)(P(y)&Q(y,z)).

Выполнив шаг 1, получим формулу
F1=¬("x)P(x)Ú($y)("z)(P(y)&Q(y,z)).

С помощью закона 5 перейдем к формуле
F2=($x)¬P(x)Ú($y)("z)(P(y)&Q(y,z)).

Тем самым, шаг 2 также выполнен. Применим закон 9 слева направо Q1=$, Q2=$,
u=y, получим формулу

F3=($x)($y)[¬P(x)Ú("z)(P(y)ÚQ(y,z))].
(Пользуемся тем, что ¬P(x) не содержит y, а ("z)(P(y)&Q(Y,z)) не содержит х. Так как
формула ¬P(x) не содержит z, то применение закона 7 слева направо дает формулу

F4=($x)($y)("z)[¬P(x)Ú(P(y)&Q(y,z))].



Сколемовская нормальная 
форма

Определение. Формула G имеет сколемовскую
нормальную форму (сокращенно: СНФ), если

G=("x)…("xn)H,
где формула Н не содержит кванторов и имеет
конъюнктивную нормальную форму (КНФ).
Например, формула ("x)[P(x)Ú(P(y)&Q(x,y)] имеет
сколемовскую нормальную форму, а формулы
("x)($y)Q(x,y), ("x)[P(x)&(P(y)ÚQ(x,y)] не имеют.

Алгоритм	приведения	к	сколемовской нормальной	форме
Шаг	1.	Привести	к	ПНФ.
Шаг	2. Бескванторную	часть	привести	к	конъюнктивной	нормальной	форме.
Шаг	3. Исключить	кванторы	существования.



Исключение	кванторов
Пусть дана формула

F=($x)("y)($z)("u)($v)H(x,y,z,u,v),

где Н – не содержит кванторов. Предположим, что формула не
содержит константы с, символов одноместной функции f и
двухместной функции g. Тогда в формуле Н заменим х на с, z –
на f(y), v заменим на g(y,u). Все кванторы существования
вычеркнем. Получим формулу

G=("y)("u)H(c,y,f(y),u,g(y,u)).
Это и есть результат выполнения шага 3.

Функции f(y), g(y,u) называют сколемовскими функциями. 

В общем виде на шаге 3 переменная с квантором существования 
заменятся функцией аргументы которой – это все переменные 
расположенные слева от исходной переменной с кванторами 
общности. Если таких переменных нет, то вместо функции замена 
происходит на константу.



Пример	приведения	к	СНФ
Пусть

F=($x)("y)[P(x,y)®($z)(Q(x,z)&R(y))].

Применяя закон 2, получаем формулу

F1=($x)("y)($z)[¬P(x,y)Ú(Q(x,z)&R(y))].

Она имеет предваренную нормальную форму. Приводим
бескванторную часть к КНФ:

F2=($x)("y)($z)[(¬P(x,y)ÚQ(x,z))&(¬P(x,y)ÚR(y))].

Сделаем подстановку x=a, z=f(y), получим искомую
формулу

G=("y)[(¬P(a,y)ÚQ(a, f(y)))&(¬P(a,y) )ÚR(y))].



Эрбрановский универсум



Эрбрановский универсум	(пример)



Основной	пример



H	интерпретация



Пример	H	интерпретации



Семантическое	дерево



Теорема	Эрбрана



Пример	применения	теоремы	
Эрбрана



Метод	резолюций



Метод	резолюций	(2)



Унификация



Подстановка



Пример	композиции



Унификатор



Алгоритм	унификации



Пример	унификации



Пример	(2)



Метод	резолюций	в	логике	
предикатов



Пример	доказательства



Пример	(2)



Пример	(3)



Пример	(4)



Пример		(5)



Теорема	Черча

• Не	существует	алгоритма,	который	для	
любой	формулы	логики	предикатов	
устанавливает,	общезначима	она	или	нет.



Алгоритм

• Алгоритм— это	конечный	набор	правил,	
который	определяет	последовательность	
операций	для	решения	конкретного	
множества	задач	и	обладает	пятью	важными	
характеристиками:	
– конечность,	
– определённость,	
– ввод
– вывод,	
– эффективность.



Другие	определения

• Алгоритм— это	всякая	система	вычислений,	
выполняемых	по	строго	определённым	
правилам,	которая	после	какого-либо	числа	
шагов	заведомо	приводит	к	решению	
поставленной	задачи».	(А.Н.	Колмогоров)

• Алгоритм— это	точное	предписание,	
определяющее	вычислительный	процесс,	
идущий	от	варьируемых	исходных	данных	к	
искомому	результату	(А.А.	Марков)



Все	ли	задачи	можно	решить	
с	помощью	компьютера?

n=gets.to_i
t = 3
loop do

for x in (1..t-2)
for y in (1..t-x-1)

z = t-x-y
if x**n + y**n == z**n

puts 'hello, world'
exit

end
end

end
t += 1

end

• Напечатает	ли	данная	программа	hello,	word?



Доказательство	Hello,	world

8.1. ÇÀÄÀ×È, ÍÅ ÐÅØÀÅÌÛÅ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÀÌÈ 323

имея на входе I, текст hello, world. Работа H представлена на рис. 8.3. В частности,
H всегда печатает либо yes (да), либо no (нет), и ничего более.

ȿсли проблема имеет алгоритм, подобный программе H, который на любом экземп-
ляре проблемы правильно отвечает “да” или “нет”, то такая проблема называется
“разрешимой”. В противном случае проблема “неразрешима”. Наша цель — доказать,
что H не существует, т.е. проблема “hello, world” является неразрешимой.

Программа
обнаружения
"hello, world"

Ɋис. 8.3. Ƚиɩотетиɱескаɹ ɩрограмма оɛɧарɭɠеɧиɹ “hello, world”

Для доказательства этого утверждения методом от противного внесем в H несколько
изменений, построив в итоге программу H2, и докажем, что ее не существует. Поскольку
изменения, вносимые в H, можно совершить с любой ɋ-программой, единственным со-
мнительным утверждением будет существование H, т.е. утверждение, которое мы и оп-
ровергнем.

Для простоты доказательства сделаем несколько допущений о ɋ-программах. Эти ги-
потезы упрощают, а не усложняют работу H, поэтому, если доказать, что программы
проверки “hello, world” не существует для таких ограниченных ɋ-программ, то для
более широкого класса программ такой программы проверки тем более не может быть.
Итак, допустим следующее.

1. Весь выход программ состоит из символов, т.е. графические и иные средства несим-
вольного представления информации не используются.

2. Все символы печатаются с помощью функции printf, без использования
putchar() и других.

Теперь предположим, что H существует. Наша первая модификация изменяет выход
no, который является откликом H, когда ее входная программа P со своим входом I не
печатает hello, world. Как только H печатает “n”, нам становится понятно, что далее
рано или поздно появится “o”.3 Таким образом, каждый вызов printf в H изменим так,
чтобы вместо “n” печаталось hello, world. Другие вызовы, которые печатают “o”
без “n”, опускаются. В результате получим программу H1, которая ведет себя точно так
же, как и H, но печатает hello, world вместо no (рис. 8.4).

                                                          
3 Наиболее вероятно, что программа печатает no в одном вызове printf, но она может печа-

тать “n” в одном вызове printf, а “o” — в следующем.
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ɋледующее преобразование программы несколько сложнее. Ɉно, по сути, представ-
ляет собой прием, позволивший Ⱥлану Тьюрингу доказать свой результат о неразреши-
мости для машин Тьюринга. Поскольку нас в действительности интересуют программы,
которые получают на вход другие программы и что-то о них сообщают, ограничим H1

следующим образом.

Ɋис. 8.4. H1 веɞет сеɛɹ, как H, ɧо ɩеɱатает hello, world вместо no

1. Ɉна получает на вход только P, а не P и I.

2. Ɉна отвечает, что сделала бы P, если бы ее входом была она сама, т.е. что выдала бы
H1, имея на входе P в качестве как программы, так и входа I.

Для создания программы H2, представленной на рис. 8.5, внесем в H1 следующие
изменения.

1. Вначале H2 считывает весь вход P и запоминает его в массиве A, выделяя память под
массив с помощью malloc4.

2. Ɂатем H2 имитирует H1, но вместо чтения из P или I программа H2 читает из копии в
массиве A. Для запоминания мест в P и I, до которых дочитала H1, H2 может содер-
жать два курсора, отмечающих позиции в A.

Ɋис. 8.5. H2 веɞет сеɛɹ, как H1, ɧо исɩолɶɡɭет вɯоɞ P в каɱестве как P, так и I

Теперь все готово для доказательства того, что H2 не существует. Таким образом, не
существует H1 и, аналогично, H. Для того чтобы в этом убедиться, нужно представить
себе, что делает H2, когда получает себя в качестве входа (рис. 8.6). Напомним, что H2,

                                                          
4 Ɏункция malloc системы UNIX распределяет блок памяти, размер которого задается в ее вызове.

Эта функция используется, когда нужный размер памяти невозможно определить до начала выполнения
программы, как и при чтении входа произвольной длины. Ɉбычно malloc вызывается несколько раз по
мере того, как возрастают обɴем прочитанного входа и потребность в памяти.
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получив некоторую программу P на вход, печатает yes, если P печатает hello,
world, получая себя в качестве входа. Кроме того, H2 печатает hello, world, если P,
получив себя на вход, не выдает hello, world в качестве начала своего выхода.

Ɋис. 8.6. ɑто ɞелает H2, ɩолɭɱаɹ сеɛɹ в каɱестве вɯоɞа?

Предположим, что H2 в рамке (см. рис. 8.6) печатает yes. Тогда H2 в рамке говорит о сво-
ем входе H2, что H2, получая себя в качестве входа, выдает вначале hello, world. Но мы
только что предположили, что выход H2 начинается текстом yes, а не hello, world.

Таким образом, получается, что выходом программы в рамке (см. рис. 8.6) является
не yes, а hello, world, поскольку возможно либо одно, либо другое. Но если H2, по-
лучая себя на вход, печатает hello, world, то выходом программы в рамке на
рис. 8.6 должно быть yes. Каким бы ни был предполагаемый выход H2, доказано, что
она печатает противоположное.

Ɉписанная ситуация противоречива, и мы приходим к выводу, что H2 не может суще-
ствовать. Это опровергает предположение о существовании H. Таким образом, доказано,
что ни одна программа H не может сказать, печатает ли данная программа P со входом I
текст hello, world.

8.1.3. Ñâåäåíèå îäíîé ïðîáëåìû ê äðóãîé

Печатает ли данная программа в начале своего выхода текст hello, world? Мы
уже знаем, что ни одна компьютерная программа этот вопрос разрешить не может. Про-
блема, которую нельзя разрешить с помощью компьютера, называется ɧераɡреɲимоɣ.
Ɏормальное определение “неразрешимого” будет дано в разделе 9.3, а пока этот термин
используется неформально. Предположим, что нам нужно определить, разрешима ли не-
которая новая проблема. Мы можем попытаться написать программу для ее разрешения,
но, если нам непонятно, как это сделать, мы можем попробовать доказать, что такой
программы не существует.

Неразрешимость новой проблемы можно было бы доказать аналогично тому, как это
было сделано для проблемы “hello, world”: предположить, что программа разрешения
существует, и построить противоречивую программу, которая должна делать одновре-
менно две взаимно исключающие вещи, как программа H2. Ɉднако если у нас есть про-
блема, неразрешимость которой установлена, то нам не обязательно вновь доказывать
противоречивость. Достаточно показать, что если новая проблема имеет решение, то его
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можно использовать для разрешения уже известной неразрешимой проблемы. Такой
подход представлен на рис. 8.7 и называется свеɞеɧием P1 к P2.

Предположим, нам известно, что проблема P1 неразрешима, а P2 — новая проблема,
неразрешимость которой нужно доказать. Допустим, что существует программа, которая
представлена ромбом с отметкой “разрешить” (см. рис. 8.7) и печатает yes или no в за-
висимости от того, принадлежит или нет ее входной экземпляр проблемы P2 языку этой
проблемы.5

Экземпляр ЭкземплярПостроить Разрешить

Ɋис. 8.7. ȿсли ɛы моɠɧо ɛыло раɡреɲитɶ ɩроɛлемɭ P2, то ее реɲеɧие мы могли
ɛы исɩолɶɡоватɶ ɞлɹ раɡреɲеɧиɹ ɩроɛлемы P1

Для доказательства неразрешимости проблемы P2 нужно создать алгоритм, который
представлен квадратом на рис. 8.7 и преобразует любой экземпляр P1 в экземпляр P2,
причем их ответы всегда совпадают. Имея такое преобразование, проблему P1 можно
разрешить следующим образом.

1. Применить алгоритм построения к данному экземпляру проблемы P1, т.е. к строке w,
которая может принадлежать или не принадлежать языку P1, и получить строку x.

2. Проверить, принадлежит ли x языку P2, и перенести ответ на w и P1.

ɉримɟр 8.1. Применим описанный метод для доказательства, что вопрос “вызывает
ли когда-нибудь программа Q с данным входом y функцию foo” неразрешим. Ɂаметим,
что в Q может не быть функции foo, и в этом случае задача решается просто. Ɉднако
она становится сложной, если Q имеет функцию foo, но с y на входе может как достичь,
так и не достичь вызова foo. Поскольку нам известна только одна неразрешимая про-
блема, роль P1 на рис. 8.7 играет проблема “hello, world”. В качестве P2 выступает опи-
санная только что ɩроɛлема “calls-foo”. Предположим, что существует программа раз-
решения этой проблемы. Наша задача — построить алгоритм, который преобразует про-
блему “hello, world” в проблему “calls-foo”.

                                                          
5 Напомним, что проблема в действительности представляет собой язык. Ƚоворя о проблеме

разрешения, приводят ли данные программа и вход к печати hello, world, мы в действитель-
ности говорим о цепочках, образованных ɋ-программами и их входными данными. Это множество
цепочек является языком над алфавитом из символов ASCII.
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Программа	вызова	функции	foo()
Дана	программа	Q и	ее	вход	y,	необходимо	построить	программу	
R и	ее	вход	z так,	чтобы	R со	входом	z вызывала	foo тогда	и	только	
тогда,	когда	Q со	входом	y печатает	hello,	world:
1. Если	Q содержит	foo(),	переименовать	ее	и	все	ее	вызовы.	

Очевидно,	новая	программа	Q1 выполняет	то	же	самое,	что	и	
Q.	

2. Добавить	в	Q1 функцию	foo().	Эта	функция	не	делает	ничего	и	
не	вызывается.	Полученная	программа	называется	Q2.	

3. Изменить	Q2 так,	чтобы	первые	12	символов	ее	печати	
запоминались	в	глобальном	массиве	A.	Пусть	полученная	
программа	называется	Q3.	

4. Изменить	Q3 так,	чтобы	после	каждого	выполнения	
инструкции	печати	с	использованием	массива	A проверялось,	
не	образуют	ли	первые	12	напечатанных	символов	текст	hello,	
world.	В	этом	случае	вызвать	новую	функцию	foo,	
добавленную	в	п.	2.	Полученная	программа	есть	R,	а	ее	вход	z
совпадает	с	y.	



Проблема	математического	
доказательства

• В	начале	XX	века	Д.	Гильберт	поставил	вопрос	
о	поисках	алгоритма,	который	позволял	бы	
определить	истинность	или	ложность	любого	
математического	утверждения.	

• В 1931	г.	К.	Гедель	опубликовал	свою	
знаменитую	теорему	о	неполноте.	Он	доказал,	
что	существует	истинная	формула	первого	
порядка	с	целыми,	которую	нельзя	ни	
доказать,	ни	опровергнуть	в	исчислении	
предикатов	первого	порядка	над	целыми.	



Теорема	о	неполноте
• Перенумеруем	все	утверждения	
арифметики	в	лексикографическом	порядке

• Пусть	n-я	(из	пронумерованных	выбранным	
способом	строк	символов)	такая	функция	от	
аргумента	ω обозначается:

Pn(ω)
• Запишем	предикат:	

¬$x[Пx доказывает	Pω(ω)]=Pk(ω)
• Подставим	ω=k

¬$x[Пx доказывает	Pk(k)]=Pk(k)



Парадокс	Рассела
• Назовем	множество	«обычным»,	если	оно	не	
является	своим	собственным	элементом.	

• Примером	«необычного»	множества	является	
множество	всех	множеств,	так	как	оно	само	
является	множеством,	а	следовательно,	само	
является	собственным	элементом.

• Рассмотрим	множество,	состоящее	только	из	всех	
«обычных»	множеств	– «расселовское
множество».
Содержит	ли	расселовское множество	себя?

• Пусть	в	некой	деревне	живёт	брадобрей,	который	
бреет	всех	жителей	деревни,	которые	не	бреются	
сами,	и	только	их.	Бреет	ли	брадобрей	сам	себя?



Неразрешимые	проблемы

• Проблема	останова
• Не	существует	алгоритма,	который	узнавал	бы	
по	произвольному	диофантову уравнению,	
имеет	ли	оно	решения	в	целых	числах	или	нет.

• Проблема	соответствий	Поста	(ПСП):
Дано	2	списка	
A	=	w1,	w2,	...,	wk и		B =	x1,	x2,	...,	xk
Существует	ли	последовательность	индексов
i1,i2,	…	im такая,	что

wi1
wi2

…wim
=xi1,xi2,…xim



Пример	ПСП
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9.4.1. Îïðåäåëåíèå ïðîáëåìû ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà

Экземпляр ɩроɛлемы соответствиɣ ɉоста (ПɋП) состоит из двух списков равной
длины в некотором алфавите Σ. Как правило, мы будем называть их списками A и B, и
писать A = w1, w2, …, wk и B = x1, x2, …, xk при некотором целом k. Для каждого i пара
(wi, xi) называется парой соответствɭɸɳиɯ ɰеɩоɱек.

Мы говорим, что экземпляр ПɋП имеет реɲеɧие, если существует последователь-
ность из одного или нескольких целых чисел i1, i2, …, im, которая, если считать эти числа
индексами цепочек и выбрать соответствующие цепочки из списков A и B, дает одну и ту
же цепочку, т.е. wi1 wi2 … wim = xi1 xi2 … xim. В таком случае последовательность i1, i2, …, im

называется реɲаɸɳеɣ ɩослеɞователɶɧостɶɸ, или просто реɲеɧием, данного экземпляра
ПɋП. Проблема соответствий Поста состоит в следующем.

• Выяснить, имеет ли решение данный экземпляр ПɋП.

ɉримɟр 9.13. Пусть Σ = {0, 1}, A и B — списки (рис. 9.12). Данный экземпляр ПɋП
имеет решение. Пусть, например, m = 4, i1 = 2, i2 = 1, i3 = 1 и i4 = 3, т.е. решающая после-
довательность имеет вид 2, 1, 1, 3. Для проверки записываются конкатенации соответст-
вующих цепочек каждого из списков в порядке, задаваемом данной последовательно-
стью, т.е. w2w1w1w3 = x2x1x1x3 = 101111110. Ɉтметим, что это решение — не единствен-
ное. Например, 2, 1, 1, 3, 2, 1, 1, 3 также является решением.  �

ɋписок A ɋписок B

i wi xi

1 1 111

2 10111 10

3 10 0

Ɋис. 9.12. ɗкɡемɩлɹр ɉСɉ

ÏÑÏ êàê ÿçûê

Речь идет о вопросе, существует ли решение у экземпляра ПɋП, поэтому данную
проблему нужно представить в виде языка. Поскольку экземпляры ПɋП могут иметь
произвольные алфавиты, язык ПɋП на самом деле есть множество цепочек над неко-
торым фиксированным алфавитом, которыми кодируются экземпляры ПɋП. Эти ко-
ды во многом напоминают коды машин Тьюринга с произвольными множествами со-
стояний и ленточных символов, рассмотренные в разделе 9.1.2. Например, если эк-
земпляр ПɋП имеет алфавит, содержащий до 2k символов, то для каждого из этих
символов можно использовать k-битный двоичный код.
Поскольку каждый экземпляр ПɋП имеет конечный алфавит, то некоторое k можно
найти для каждого экземпляра. ɋледовательно, все экземпляры проблемы можно за-
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9.4.1. Îïðåäåëåíèå ïðîáëåìû ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà

Экземпляр ɩроɛлемы соответствиɣ ɉоста (ПɋП) состоит из двух списков равной
длины в некотором алфавите Σ. Как правило, мы будем называть их списками A и B, и
писать A = w1, w2, …, wk и B = x1, x2, …, xk при некотором целом k. Для каждого i пара
(wi, xi) называется парой соответствɭɸɳиɯ ɰеɩоɱек.

Мы говорим, что экземпляр ПɋП имеет реɲеɧие, если существует последователь-
ность из одного или нескольких целых чисел i1, i2, …, im, которая, если считать эти числа
индексами цепочек и выбрать соответствующие цепочки из списков A и B, дает одну и ту
же цепочку, т.е. wi1 wi2 … wim = xi1 xi2 … xim. В таком случае последовательность i1, i2, …, im

называется реɲаɸɳеɣ ɩослеɞователɶɧостɶɸ, или просто реɲеɧием, данного экземпляра
ПɋП. Проблема соответствий Поста состоит в следующем.

• Выяснить, имеет ли решение данный экземпляр ПɋП.

ɉримɟр 9.13. Пусть Σ = {0, 1}, A и B — списки (рис. 9.12). Данный экземпляр ПɋП
имеет решение. Пусть, например, m = 4, i1 = 2, i2 = 1, i3 = 1 и i4 = 3, т.е. решающая после-
довательность имеет вид 2, 1, 1, 3. Для проверки записываются конкатенации соответст-
вующих цепочек каждого из списков в порядке, задаваемом данной последовательно-
стью, т.е. w2w1w1w3 = x2x1x1x3 = 101111110. Ɉтметим, что это решение — не единствен-
ное. Например, 2, 1, 1, 3, 2, 1, 1, 3 также является решением.  �

ɋписок A ɋписок B

i wi xi

1 1 111

2 10111 10

3 10 0

Ɋис. 9.12. ɗкɡемɩлɹр ɉСɉ

ÏÑÏ êàê ÿçûê

Речь идет о вопросе, существует ли решение у экземпляра ПɋП, поэтому данную
проблему нужно представить в виде языка. Поскольку экземпляры ПɋП могут иметь
произвольные алфавиты, язык ПɋП на самом деле есть множество цепочек над неко-
торым фиксированным алфавитом, которыми кодируются экземпляры ПɋП. Эти ко-
ды во многом напоминают коды машин Тьюринга с произвольными множествами со-
стояний и ленточных символов, рассмотренные в разделе 9.1.2. Например, если эк-
земпляр ПɋП имеет алфавит, содержащий до 2k символов, то для каждого из этих
символов можно использовать k-битный двоичный код.
Поскольку каждый экземпляр ПɋП имеет конечный алфавит, то некоторое k можно
найти для каждого экземпляра. ɋледовательно, все экземпляры проблемы можно за-
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Машина	Тьюринга	(ДМТ)

• Г	– множество	ленточных	символов,	
• S⊂Г	– входные	символы,	
• b∈ Г\ S – пустой	символ,
• Q	– множество	состояний.	q0 – начальное	
состояние,	{qy,qn}	– конечные	состояния

• Функция	перехода:
d:(Q\ {qy,qn}	) × Г®Q × Г × {-1,1}



Пример	машины	Тьюринга
Делимость	на	4



Рекурсивные	функции
К числу базовых примитивно рекурсивных функций относятся функции следующих трёх видов:

Нулевая функция  — функция без аргументов, всегда возвращающая 0.
Функция следования  одного переменного, сопоставляющая любому натуральному числу 
непосредственно следующее за ним натуральное число .
Функции , где , от n переменных, сопоставляющие любому упорядоченному набору 

 натуральных чисел число  из этого набора.

Операторы подстановки и примитивной рекурсии определяются следующим образом:

Оператор суперпозиции (иногда — оператор подстановки). Пусть  — функция от m переменных, а 
 — упорядоченный набор функций от  переменных каждая. Тогда результатом суперпозиции

функций  в функцию  называется функция  от  переменных, сопоставляющая любому
упорядоченному набору  натуральных чисел число

.

Оператор примитивной рекурсии. Пусть  — функция от n переменных, а  — функция от 
переменных. Тогда результатом применения оператора примитивной рекурсии к паре функций  и 
называется функция  от  переменной вида

;
.

В данном определении переменную  можно понимать как счётчик итераций,  — как исходную функцию в
начале итерационного процесса, выдающего некую последовательность функций  переменных,
начинающуюся с , и  — как оператор, принимающий на вход  переменных , номер шага
итерации , функцию  на данном шаге итерации, и возвращающий функцию на следующем
шаге итерации.

Множество примитивно рекурсивных функций — это минимальное множество, содержащее все базовые
функции и замкнутое относительно указанных операторов подстановки и примитивной рекурсии.

В терминах императивного программирования — примитивно рекурсивные функции соответствуют
программным блокам, в которых используется только арифметические операции, а также условный оператор
и оператор арифметического цикла (оператор цикла, в котором число итераций известно на момент начала
цикла). Если же программист начинает использовать оператор цикла while, в котором число итераций
заранее неизвестно и, в принципе, может быть бесконечным, то он переходит в класс частично рекурсивных
функций.

Укажем на ряд широко известных арифметических функций, являющихся примитивно рекурсивными.

Функция Сложения двух натуральных чисел ( ) может быть рассмотрена в качестве
примитивно рекурсивной функции двух переменных, получаемой в результате применения оператора
примитивной рекурсии к функциям  и , вторая из которых получается подстановкой основной
функции  в основную функцию :

;
;

.

Примеры



Рекурсивные	функции	(2)

К числу базовых примитивно рекурсивных функций относятся функции следующих трёх видов:

Нулевая функция  — функция без аргументов, всегда возвращающая 0.
Функция следования  одного переменного, сопоставляющая любому натуральному числу 
непосредственно следующее за ним натуральное число .
Функции , где , от n переменных, сопоставляющие любому упорядоченному набору 

 натуральных чисел число  из этого набора.

Операторы подстановки и примитивной рекурсии определяются следующим образом:

Оператор суперпозиции (иногда — оператор подстановки). Пусть  — функция от m переменных, а 
 — упорядоченный набор функций от  переменных каждая. Тогда результатом суперпозиции

функций  в функцию  называется функция  от  переменных, сопоставляющая любому
упорядоченному набору  натуральных чисел число

.

Оператор примитивной рекурсии. Пусть  — функция от n переменных, а  — функция от 
переменных. Тогда результатом применения оператора примитивной рекурсии к паре функций  и 
называется функция  от  переменной вида

;
.

В данном определении переменную  можно понимать как счётчик итераций,  — как исходную функцию в
начале итерационного процесса, выдающего некую последовательность функций  переменных,
начинающуюся с , и  — как оператор, принимающий на вход  переменных , номер шага
итерации , функцию  на данном шаге итерации, и возвращающий функцию на следующем
шаге итерации.

Множество примитивно рекурсивных функций — это минимальное множество, содержащее все базовые
функции и замкнутое относительно указанных операторов подстановки и примитивной рекурсии.

В терминах императивного программирования — примитивно рекурсивные функции соответствуют
программным блокам, в которых используется только арифметические операции, а также условный оператор
и оператор арифметического цикла (оператор цикла, в котором число итераций известно на момент начала
цикла). Если же программист начинает использовать оператор цикла while, в котором число итераций
заранее неизвестно и, в принципе, может быть бесконечным, то он переходит в класс частично рекурсивных
функций.

Укажем на ряд широко известных арифметических функций, являющихся примитивно рекурсивными.

Функция Сложения двух натуральных чисел ( ) может быть рассмотрена в качестве
примитивно рекурсивной функции двух переменных, получаемой в результате применения оператора
примитивной рекурсии к функциям  и , вторая из которых получается подстановкой основной
функции  в основную функцию :

;
;

.

Примеры

Умножение двух натуральных чисел ( ) может быть рассмотрено в качестве
примитивно рекурсивной функции двух переменных, получаемой в результате применения оператора
примитивной рекурсии к функциям  и , вторая из которых получается подстановкой основных
функций  и  в функцию сложения:

;
;

.

Симметрическая разность (абсолютная величина разности) двух натуральных чисел (
) может быть рассмотрена в качестве примитивно рекурсивной функции двух

переменных, получаемой в результате применения следующих подстановок и примитивных рекурсий:

;
;

;

;

;

Частично рекурсивная функция определяется аналогично примитивно рекурсивной, только к двум
операторам суперпозиции и примитивной рекурсии добавляется ещё третий оператор — минимизации
аргумента.

Оператор минимизации аргумента. Пусть  — функция от n натуральных переменных. Тогда
результатом применения оператора минимума аргумента к функции  называется функция  от 
переменной, задаваемая следующим определением:

, при условии 
То есть функция  возвращает минимальное значение последнего аргумента
функции , при котором её значение равно 0.

Частично рекурсивные функции для некоторых значений аргумента могут быть не определены, так как
оператор минимизации аргумента не всегда корректно определён, поскольку функция  может быть не
равной нулю ни при каких значениях аргументов. С точки зрения императивного программирования,
результатом частично рекурсивной функции может быть не только число, но и исключение или уход в
бесконечный цикл, соответствующие неопределённому значению.

Общерекурсивная функция — частично рекурсивная функция, определённая для всех значений
аргументов. Задача определения того, является ли частично рекурсивная функция с данным описанием
общерекурсивной или нет, алгоритмически неразрешима.

Частично рекурсивная функция

Общерекурсивная функция

Свойства



Рекурсивные	функции	(3)

Умножение двух натуральных чисел ( ) может быть рассмотрено в качестве
примитивно рекурсивной функции двух переменных, получаемой в результате применения оператора
примитивной рекурсии к функциям  и , вторая из которых получается подстановкой основных
функций  и  в функцию сложения:

;
;

.

Симметрическая разность (абсолютная величина разности) двух натуральных чисел (
) может быть рассмотрена в качестве примитивно рекурсивной функции двух

переменных, получаемой в результате применения следующих подстановок и примитивных рекурсий:

;
;

;

;

;

Частично рекурсивная функция определяется аналогично примитивно рекурсивной, только к двум
операторам суперпозиции и примитивной рекурсии добавляется ещё третий оператор — минимизации
аргумента.

Оператор минимизации аргумента. Пусть  — функция от n натуральных переменных. Тогда
результатом применения оператора минимума аргумента к функции  называется функция  от 
переменной, задаваемая следующим определением:

, при условии 
То есть функция  возвращает минимальное значение последнего аргумента
функции , при котором её значение равно 0.

Частично рекурсивные функции для некоторых значений аргумента могут быть не определены, так как
оператор минимизации аргумента не всегда корректно определён, поскольку функция  может быть не
равной нулю ни при каких значениях аргументов. С точки зрения императивного программирования,
результатом частично рекурсивной функции может быть не только число, но и исключение или уход в
бесконечный цикл, соответствующие неопределённому значению.

Общерекурсивная функция — частично рекурсивная функция, определённая для всех значений
аргументов. Задача определения того, является ли частично рекурсивная функция с данным описанием
общерекурсивной или нет, алгоритмически неразрешима.

Частично рекурсивная функция

Общерекурсивная функция

Свойства

Умножение двух натуральных чисел ( ) может быть рассмотрено в качестве
примитивно рекурсивной функции двух переменных, получаемой в результате применения оператора
примитивной рекурсии к функциям  и , вторая из которых получается подстановкой основных
функций  и  в функцию сложения:

;
;

.

Симметрическая разность (абсолютная величина разности) двух натуральных чисел (
) может быть рассмотрена в качестве примитивно рекурсивной функции двух

переменных, получаемой в результате применения следующих подстановок и примитивных рекурсий:

;
;

;

;

;

Частично рекурсивная функция определяется аналогично примитивно рекурсивной, только к двум
операторам суперпозиции и примитивной рекурсии добавляется ещё третий оператор — минимизации
аргумента.

Оператор минимизации аргумента. Пусть  — функция от n натуральных переменных. Тогда
результатом применения оператора минимума аргумента к функции  называется функция  от 
переменной, задаваемая следующим определением:

, при условии 
То есть функция  возвращает минимальное значение последнего аргумента
функции , при котором её значение равно 0.

Частично рекурсивные функции для некоторых значений аргумента могут быть не определены, так как
оператор минимизации аргумента не всегда корректно определён, поскольку функция  может быть не
равной нулю ни при каких значениях аргументов. С точки зрения императивного программирования,
результатом частично рекурсивной функции может быть не только число, но и исключение или уход в
бесконечный цикл, соответствующие неопределённому значению.

Общерекурсивная функция — частично рекурсивная функция, определённая для всех значений
аргументов. Задача определения того, является ли частично рекурсивная функция с данным описанием
общерекурсивной или нет, алгоритмически неразрешима.

Частично рекурсивная функция

Общерекурсивная функция

Свойства



Тезис	Черча	- Тьюринга
Эвристическое	утверждение:	
• интуитивное	понятие	алгоритмической	
вычислимости	

и	строго	формализованные	понятия:	
• частично	рекурсивной	функции,	
• функции,	вычислимой	на	машине	Тьюринга	
эквивалентны.	

• Любая	функция,	которая	может	быть	вычислена	
физическим	устройством,	может	быть	вычислена	
машиной	Тьюринга

• Функции,	вычислимые	посредством	алгоритмов,	
являются	частично	рекурсивными



Нормальные	алгорифмы Маркова
Правила	замен	(применяется	к	первому	слева	вхождению):
А	→	апельсин
кг	→	килограмм
М	→	магазинчике
Т	→	том
магазинчике	→.	ларьке (заключительная	формула)
в	том	ларьке	→	на	том	рынке
Исходная	строка:
Я	купил	кг	Аов в	Т	М.

При	выполнении	алгоритма	строка	претерпевает	следующие	изменения:
1. Я	купил	кг	апельсинов	в	Т	М.
2. Я	купил	килограмм	апельсинов	в	Т	М.
3. Я	купил	килограмм	апельсинов	в	Т	магазинчике.
4. Я	купил	килограмм	апельсинов	в	том	магазинчике.
5. Я	купил	килограмм	апельсинов	в	том	ларьке.
На	этом	выполнение	алгоритма	завершится	(так	как	будет	достигнута	формула	№ 5,	которую	мы	
сделали	заключительной).

Любой	нормальный	алгорифм эквивалентен	некоторой машине	Тьюринга,	и	
наоборот — любая	машина	Тьюринга	эквивалентна	некоторому	нормальному	
алгорифму.	Вариант тезиса	Чёрча — Тьюринга,	сформулированный	применительно	
к	нормальным	алгорифмам,	принято	называть	«принципом	нормализации».



Временная	сложность	алгоритма
• n	- объем	входных	данных.	Размер	цепочки	
символов	в	заданной	схеме	кодирования.	

• f(n)	–временная	сложность	– затраты	времени.	
Максимальное	(во	всем	индивидуальным	задачам)	
время,	затрачиваемое	алгоритмом	на	решение	
индивидуальной	задачи	длинны	n.

• Функция	не	будет	определена	полностью, пока	не	
будет	выбрана	схема	кодирования	и	
вычислительное	устройство.	Но	эти	детали	
оказывают	несущественное	влияние	на	класс	
труднорешаемых задач.	

• Будем	считать	число	шагов	машины	Тьюринга	
выполненных	до	момента	остановки



Полиномиальная	и	
экспоненциальная	сложность

• f(n)	есть	O(g(n)),	если	∃ с	:	|f(n)| £ c|g(n)|
• Полиномиальный	алгоритм	(алгоритм	
полиномиальной	временной	сложности)	– это	
алгоритм	для	которого	временная	сложность	
есть:

O(p(n)),	где	p(n)	– некоторая	полиномиальная	
функция,	а	n	– входная	длинна.
• Алгоритмы	не	поддающиеся	такой	оценки	
будем	назвать	экспоненциальными
(трудноразрешимыми).



Сравнение	сложности



Влияние	быстродействия	ЭВМ



Экспоненциальная	сложность	на	
практике

• Некоторые	задачи	имеют	
экспоненциальную	сложность,	но	это	
сложность	для	наихудшего случая

• Во	многих	практических	задачах	эта	
сложность	не	проявляется

• Проблема	– нет	способа	спрогнозировать	
как	поведет	себя	экспоненциальный	
алгоритм	на	тех	или	иных	данных



Теория	NP-полных	задач

• Рассматриваются	задачи	распознавания:
– Принадлежит	ли	цепочка	символов	заданному	
языку?

• Примеры	задач	распознавания:
– Изоморфизм	подграфу:	Верно	ли	что	граф	G1
содержит	подграф	изоморфный	графу	G2?

– Коммивояжер:	Существует	ли	в	графе	путь	через	
все	города	длинна	которого	не	превосходит	B?

• Задачи	оптимизации	не	проще	
соответствующих	задач	распознавания.

• Многие	задачи	распознавания	не	проще	
соответствующих	задач	оптимизации	



Задачи	и	языки
• Задача	(массовая	задача) П	– общий	вопрос,	на	который	следует	дать	

ответ.	Задача	содержит:
– список	параметров;
– формулировка	тех	свойств,	которым	должен	удовлетворять	ответ.

• Индивидуальная	задача	I	– получается	из	П	путем	приписывания	всем	
параметрам	конкретных	значений.

• Задача	распознавания	свойств	– П	состоит	из	индивидуальных	задач	
DП и	YП⊆DП.	

• S – алфавит.	S* – множество	конкретных	цепочек	составленных	из	
символа	алфавита.

• Язык	в	алфавите	S – это	любое	подмножество	L⊆S*.
• Задача	П	и	схема	кодирования	e	разбивают	S* на	3	класса:

– слова	не	являющиеся	кодами	индивидуальных	задач	из	П;
– слова	являющиеся	кодами	индивидуальных	задач	из	П	с	отрицательным	

ответом	на	вопрос;
– слова	являющиеся	кодами	индивидуальных	задач	из	П	с	положительным	

ответом	на	вопрос	(это	язык	L):



Недетерминированная	машина	
Тьюринга	(НДМТ)

2	стадии:
• Угадывание.	Угадывающий	модуль	записывает	догадку
• Проверка.	Проверяется	догадка	так	же	как	и	для	

детерминированной	машины	Тьюринга



Взаимоотношения	классов	P	и	NP
• Класс	P	– задачи, которые	могут	быть	
решены	ДМТ	за	полиномиальное	время

• Класс	NP	- задачи, которые	могут	быть	
решены	НДМТ	за	полиномиальное	время

• P⊆ NP.	Любая	задача	класса	P	может	быть	
решена	за	полиномиальное	время	на	
НДМТ.

• P ¹ NP	?



Сводимость	задач
• Имеет	место	полиномиальная	сводимость	языка	
L1⊆S*

1 к	языку	L2⊆S*
2 ,	если	существует	функция	f:	

S*
1	→	S*

2 удовлетворяющая	условиям:
– существует	ДМТ	вычисляющая	f	c	полиномиальной	
временной	сложностью;

– (" x∈ S*
1 )	x	∈ L1 ↔	f(x)	∈ L2

• L1	µ L2
• Пример:	Задача	поиска	гамильтонова	цикла (ГЦ)
сводится	к	задаче	Коммивояжёр	(КМ):
– G=(V,E),	|V|=m,
– d(vi,vj)=1	если	(vi,vj)∈E,	иначе	d(vi,vj)=2
– Существует	ли	путь	длинной	£m	?

• ГЦµ КМ



NP-полные	задачи
• Язык	L	называется	NP-полным,	

если	L∈NP	и любой другой	язык	
L’∈NP сводится	к	L:	

L’ µ L
• Если	хотя	бы	одна	NP-полная	

задача	может	быть	решена	за	
полиномиальное	время,	то	и	все
NP	задачи	могут	быть	решены	за	
полиномиальное	время.

• Если	L1 NP-полный	язык,	L2∈NP и	
L1 µ L2,	то	L2 NP-полный	язык

• Чтобы	доказать,	что	П	является	
NP-полной	задачей	достаточно	
доказать:
– П∈NP
– Какая-то	одна	известная		NP-

полная	задача	П’ µ П



Теорема	Кука
• Задача	выполнимость	(ВЫП):
• Дано	множество	булевых	переменных:

U={u1,u2,…,um}
• Дана	ФАЛ	f(u1,u2,…,um)	в	форме	КНФ
• Вопрос:	выполнима	ли	f?
• Теорема	Кука:	ВЫП	есть	NP-полная	задача



Доказательство	теоремы	Кука
• ВЫП	– принадлежит	классу	NP.	Так	как	
НДМТ	достаточно	указать	набор	значений	
u1,u2,…,um и	далее	проверить	f(u1,u2,…,um)=1	
за	полиномиальное	время

• Далее	нужно	показать	" L∈NP µ Lвып:
• НДМТ	M:	{Г, S,	b,	Q,	q0, qy, qn,	d}
• n	– размер	входа	
• p(n)	полином	ограничивающий	временную	
сложность	TM(n)
• Нужно	найти	ФАЛ	fL,	реализующую	
полиномиальную	сводимость



Переменные	fL



Состав	fL



Дизъюнкции	для	G1-G5



G6
• Если	головка	не	просматривает	ячейку	j	в	момент	i,
то	значение	в	ячейке	j	не	изменится	к	моменту		i+1

• Перестройка	конфигурации	происходит	согласно	
функции	d:



Неклассические	логики

• Конструктивная	логика.	
• Алгоритмическая	логика	Хоара.	
• Модальности.	
• Темпоральная логика.	
• Модель	Крипке.	
• Model	checking.


